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En este trabajo exponemos una versión de la extensión del Teorema de Walras para 
multifunciones fuzzy. 
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In this paper we expose one version of the extension of Walras Theorem for fuzzy 
multifunction . 
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Presentamos una versión de la extensión del Teorema de Walras para 
multifunciones fuzzy [11].   
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La importancia del Teorema de Walras [15], fundador de la Escuela de 
Lausanne, en el estudio de la Economía Competitiva, amerita que sus 
diferentes versiones y/o extensiones no solo sean tratadas con rigor 
sino también con claridad didáctica. Es por esa razón que en la 
exposición que presentamos, hemos puesto énfasis en la claridad del 
tratamiento, en especial el que concierne al aspecto topológico, a tal 
respecto cabe señalar la demostración del Teorema 2.1, que es la 
piedra clave de la demostración del Teorema de Walras para 
multifunciones fuzzy. 
 
Este trabajo requiere un conocimiento elemental de la teoría de 
espacios topológicos [1, 7], y sobre espacios vectoriales topológicos [3], 
como así también sobre la temática fuzzy [2, 12, 16], en especial sobre 
multifunciones fuzzy [10, 13]. 
 
Con el objeto de facilitar una primera lectura a quienes no están 
familiarizados especialmente con la temática fuzzy, explicitamos en 
este punto algunos conceptos elementales sobre conjuntos fuzzy y 
algunos resultados sobre multifunciones fuzzy, que utilizaremos en 
nuestra exposición. 
 
Por último señalamos que se mantiene la notación standard, tanto para 
los objetos y relaciones fuzzy como para los objetos y relaciones no 
fuzzy.  
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Definición 1.1. Dado un conjunto X se llama conjunto fuzzy (o borroso) 
en X , o también, más propiamente, subconjunto fuzzy (o borroso) en 
X , a toda aplicación IXA →: 1. 
Para cada Ax∈ , el valor ( )xA  se llama el grado de pertenencia de x  en 
el conjunto borroso A , y el conjunto ( ){ }0/ >∈ xAAx , se llama el soporte 
de A  y se anota sopA . 
 
Definición 1.2. Sean X  un conjunto no vacío, K  un conjunto de 
índices y ( ) KkkA ∈  una familia de conjuntos fuzzy (borrosos) en X . 









, mediante las expresiones siguientes: 




= supU  




=I   
 
Definición 1.3. Dados un conjunto borroso IXA →:  y un valor 
( ]1;0∈α , se llama α-corte de A  o también subconjunto de nivel α - se 
anota αA -  al subconjunto definido por: ( ){ }α≥∈=α xAXxA /   
 
Definición 1.4. Sean E  e Y , EVTH (espacios vectoriales topológicos de 
Hausdorff) sobre ℜ , X  un subconjunto de E , no vacío y convexo, K  
un cono convexo en Y , YK ≠  y YXM 2: → , una multifunción. 
Entonces: 
1.4.1. M  es K-convexa  sii: 
                                                        
1 [ ]10,I =  
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 Xxx ∈∀ 21 , ,  I∈λ∀ , ( ) ( ) ( ) ( )( ) KxxMxMxM +λ−+λ⊂λ−+λ 2121 11  
1.4.2. M  es K-cuasiconvexa sii:  
Ya∈∀ ,  el conjunto ( ){ }KxMaXx +∈∈ /  es convexo. 
 
Definición 1.5. Sea ℜ→ξ Y:  una aplicación con dominio en un EVTH 
sobre ℜ . Se dice que:  
1.5.1. ξ es monótona creciente respecto a un cono convexo K en Y  si :
   Kba +∈ ⇒  ( ) ( )ba ξ≥ξ . 
1.5.2. ξ  es estrictamente monótona creciente respecto a un cono 
convexo K  en Y  si:  
 Kba +∈ ⇒   ( ) ( )ba ξ>ξ . 
 
Definición 1.6. Dados dos conjuntos X  e Y , se llama  multifunción 
fuzzy de X  en Y   a toda aplicación YIXM →: . 
 
En lo que sigue dada una multifunción fuzzy YIXM →: , para todo 
Xx∈  el conjunto fuzzy ( )xM  se anotará frecuentemente con xM . 
 
Definición 1.7. Una multifunción fuzzy YIXM →: de un conjunto X  
en un subconjunto Y , de un EVTH Z  sobre ℜ  se dice convexa sii: 
Y  es convexo y Xx∈∀ , Yzy ∈, , [ ]1;0∈λ  resulta:  
( )( ) ( ) ( ){ }zM,yMmínzyM xxx ≥λ−+λ 1  
 
Definición 1.8. Un conjunto fuzzy A , definido en un espacio 
topológico X  se dice compacto sii para cada ( ]1;0∈α  el corte αA  es un 
subconjunto  compacto de X . 




Definición 1.9. Dada una multifunción fuzzy YIXM →:  de un espacio 
topológico X  en un espacio topológico Y  se dice que: 
1.9.1. M  es topológicamente abierta sii: 
Para cada Xx ∈0 y para cada subconjunto abierto V de Y  que admite 
la existencia de un punto Vy∈  y un valor ( ]1;0∈γ  tales que: ( ) γ≥yM x0 ,  
existe un entorno U de 0x , tal que para cada  Ux∈ existe un punto 
Vy ∈'  tal que ( ) γ≥'yM X . 
1.9.2. M es topológicamente cerrada sii: 
Para cada Xx ∈0  para cada ( ]1;0∈γ  y para cada subconjunto abierto 
V de Y  que verifica ( ) γ≥yM x0 Vy ∈⇒ '  existe un entorno U  del punto 
0x  tal que para cada Ux∈ : si  ( ) γ≥yM X  Vy∈⇒ . 
1.9.3. M  es continua sii: 
M  es topológicamente abierta y topológicamente cerrada. 
1.9.4. M  es cerrada sii: 
La función de YX ×  en I  definida por la asignación ( ) ( )yMyx x→;  es 
semicontinua superiormente (s.c.s.). 
 
Lema 1.10. (Lema de Chan) [11][13]. Sean X  un subconjunto 
cerrado, convexo y no vacío de un espacio vectorial topológico E  sobre 
ℜ , C un subconjunto convexo y no vacío de un espacio vectorial 
topológico Z  sobre ℜ  y ( ]1;0: →α X  una función s.c.i. Si CIXF →:  es 
una multifunción fuzzy tal que para cada Xx∈ , ( ) ( ) ∅≠α xxF  y si 
C~ X:F 2→  es la multifunción definida por ( ) ( ) ( )xx~ FxF α= , se tiene 
que: 
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1.10.1. Si F  es una multifunción fuzzy convexa entonces ~F  es una 
multifunción a valores convexos. 
 
1.10.2.  Si F  es una multifunción fuzzy cerrada y convexa, entonces 
~F  es una multifunción cerrada a valores cerrados y convexos. 
Teorema 1.11. Sean: X e Y   dos espacios topológicos, ( ]1;0∈γ  y una 
multifunción fuzzy YIXF →:  tal que para cada Xx∈  ( ) ∅≠yxF . Si 
Y~ X:F 2→  es la multifunción definida por ( ) ( )yx~ FxF = ,  valen las 
siguientes propiedades:  
1.11.1.  Si F  es topológicamente abierta entonces ~F  es semicontinua 
inferiormente (s.c.i.). 
 
1.11.2. Si F  es topológicamente cerrada entonces ~F  es semicontinua 
superiormente (s.c.s.). 
 
1.11.3.  Si F  es  continua entonces ~F  es continua. 
 
Teorema 1.12. (Kakutani - Fan - Glickberg) Sea K  un subconjunto 
compacto y convexo de un espacio vectorial topológico localmente 
convexo de Hausdorff E . Si  T  una multifunción s.c.s. de K  en K2   y 
para todo Kx∈ , ( )xT  es no vacío, cerrado y convexo, entonces existe 
un punto Kx ∈0  tal que ( )xTx ∈0 . 
 
2. DESIGUALDAD VECTORIAL CUASIVARIACIONAL PARA 
 APLICACIONES FUZZY. 
En este punto se expone un teorema de existencia con respecto a 
desigualdades  vectoriales cuasivariacionales para aplicaciones fuzzy, 
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aplicando el teorema de punto fijo de Kakutani -  Fan-Glicksberg, [4, 5, 
6, 14]. 
 
Teorema 2.1. Sean FE,  dos EVTLCH (espacios vectoriales topológicos 
localmente convexos de Hausdorff) sobre ℜ , X  un subconjunto de E  
no vacío compacto y convexo; C un subconjunto de F  no vacío 
compacto y convexo e Y  un EVTH sobre ℜ  dotado con un cono 
convexo K  puntuado. Sean además una multifunción fuzzy continua y 
convexa XIXS →:  tal que para todo Xx∈ , xS  es un conjunto fuzzy 
compacto en X , una multifunción fuzzy cerrada y convexa XIXT →: , 
y una multifunción fuzzy continua XIXCXG →××:  tal que para todo 
( ) XCXuyx ××∈,, , ( )uyxG ,,   es un conjunto fuzzy compacto en Y . Si: 
2.1.1. Existe una función semicontinua inferiormente ( ]1;0: →α X  y 
dos valores ( ]1;0, ∈γβ  tales que para cada Xx∈  los conjuntos de nivel 
( )βxS  y ( ) ( )xxT α   son respectivamente no vacíos y para todo 
( ) XCXuyx ××∈,,  el conjunto ( ) yuyxG ,,  es no vacío. 
2.1.2. Para todo ( ) CXyx ×∈,  , ( ) KG yuyx ⊂,, . 
2.1.3. Existe una función ℜ→ξ Y:  continua y estrictamente monótona 
creciente con respecto al cono K  tal que para cada ( ) CXyx ×∈,  la 
multifunción definida por; ( )( )γξ→ uyxGu ,,  es +ℜ -cuasiconvexa. 
 







Ty tal que 









, { }0−∉Kz . 
Demostración: 
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Sean las multifunciones:  
 XXS 2:~ →  tal que para cada Xx∈ ,  ( ) ( )β= xSxS ~  
 XXT 2:~ →   tal que para cada Xx∈ , ( ) ( ) ( )xxTxT α=~   
 YXCXG 2:~ →××  tal que para cada Xx∈ , ( ) ( )( ) *,,~ ,, γ= uyxGuyxG  
Entonces: 
 
(1) ~S  está bien definida en virtud de 2.1.1., además es a valores, 
compactos por la definición de la multifunción fuzzy S  y convexos por 
el Lema 1.10, (Lema de Chang). 
 
(2) ~T  esta bien definida por 2.1.1. Además como T  es una 
multifunción fuzzy cerrada convexa y conjuntamente con los datos 
α,,,, CXFE  de nuestra hipótesis, verifican la hipótesis del Lema 1.10. 
(Chang), resulta en virtud del punto ii) de dicho lema, que la 
multifunción XXT 2:~ →  es cerrada, a valores no vacíos, cerrados y 
convexos. Más aún como para todo x , ( )xT ~  está contenido en el 
compacto C , ( )xT ~ es un subconjunto compacto. 
Recapitulando, ~T  es una multifunción cerrada a valores no vacíos, 
cerrados y compactos.  
 
(3) Como XIXCXG →××: es una multifunción fuzzy continua,  
vale decir topológicamente abierta y cerrada, por [13] Lema 2.4., la 
multifunción YXCXG 2:~ →×× es continua. Además por hipótesis 
ℜ→ξ Y:  es una función continua y para todo ( ) XCXuyx ××∈,, , ( )uyxG ,, ) 
es un conjunto fuzzy compacto en Y , por lo tanto ( )( )γuyxG ,,  es 
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compacto y en consecuencia ~Gξ es una multifunción continua a 
valores no vacíos y compactos.   
 
Sea la función: 
ℜ→×CXM :  tal que ( ) CXyx ×∈∀ , , ( ) ( ) ( ){ }xSssyxGrmínyxM ~~ /,,, ∈ξ∈=  
Demostraremos que la aplicación M es continua.  
Si consideramos la multifunción: 
XCXCXL ××→×:  definida por ( ) ( )( )xSyxyxL ~,,, = , 
tenemos que ( )( ) ( )( )xSyxGyxLG ~~~ ,,, ξ=ξ . 









Como L  y ~Gξ son multifunciones continuas, LG o~ξ  es una 
multifunción continua. Además como ( )( )xSyx ~,,  es compacto, el 
conjunto ( )( )xSyxG ~,,ξ  es compacto y por lo tanto la multifunción 
definida por ( ) ( )( ){ }xSyxGmínyx ~~ ,,, ξ→  es continua. Eso significa que 
M es continua. 
 
Sea la multifunción:  
 XCXV 2: →×  definida por  ( ) ( ) ( ) ( ){ }uyxGyxMxSuyxV ,,,/, ~~ ξ∈∈= . 
Como ( )( )xSyxG ~~ ,,ξ es un conjunto compacto, existe un valor ( )xSu ~∈   
que efectiviza el valor ( )yxM , , por lo tanto la multifunción V  está bien 
definida. 
 
Sea la multifunción:  
 XCXV 2:' →×  definida por ( ) ( ) ( ){ }uyxGyxMuyxV ,,,/,' ~ξ∈ℜ∈= . 
Tenemos que ( ) ( ) ( )xSyxVyxV ~,', ∩= .  
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Por lo tanto,  
( ) ( ) ( ) ( ){ }xSuuyxGyxMXCXuyxVGraf ~~ ,,,,/,, ∈ξ∈××∈=  
Por  consiguiente el complemento de VGraf  esta dado por:  
 
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }xSuXCXuyxuyxGyxMXCXuyx ~~ /,,,,,/,, ∉××∈∪ξ∉××∈ . 
Como ( )xS ~  es una parte compacta de un espacio de Hausdorff, es un 
cerrado y por lo tanto el conjunto ( ) ( ){ }xSuXCXuyx ~/,, ∉××∈  es un 
subconjunto abierto en XCX ×× .  
 
Sólo resta demostrar que el complemento de 'VGraf ( ( )cVGraf ' ) es 
abierto. 
Sea ( ) ',, VGrafuyx ∉  , vale decir tal que, ( ) ( )uyxGyxM ,,, ~ξ∉ . 
Como ( )uyxG ,,~ξ es compacto, existen un entorno U de ( )yxM ,  y un 
entorno W de ( )uyxG ,,~ξ tales que ∅≠∩WU . Además como M  es una 
aplicación continua existen sendos entornos 321 ,, UUU  de uyx ,, , tales 
que para todo Ux∈' , para todo Uy ∈' y para todo Uu ∈' , ( ) UyxM ∈','  y   
( ) WuyxG ⊂ξ ',','~ . 
Por lo tanto para todo ( ) 321',',' UUUuyx ××∈  se tiene que 
( ) ( )',',', ~ uyxGyxM ξ∉ . O sea que ( )cVGrafUUU '321 ⊂×× . 
Por consiguiente, VGraf es un cerrado. 
 
Ahora demostraremos que V es una multifunción a valores convexos. 
Sean ( )yxVuu ,, 21 ∈  y [ ]1;0∈λ . Como la multifunción ~S  toma valores 
convexos, se tiene que ( ) ( )xSuu ~21 1 ∈λ−+λ   
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Como por 2.1.3. para cada ( ) CXyx ×∈,  la multifunción definida por la 
asignación, ( )uyxGu ,,~ξ→  es +ℜ -cuasiconvexa, tenemos que el 
conjunto ( ) ( ){ }+ℜ+ξ∈∈= uyxGyxMXuA ,,,/ ~  es convexo. 
Es decir que si ( )yxMt ,0 = , entonces ( ){ }+ℜ+∈ξ∈∃∈= ttuyxGtXuA 0~ ,,,/ . 
O sea que ( ){ }0~ ,,,/ ttuyxGtXuA ≤ξ∈∃∈=  es convexo.  
Como Auu ∈21, , entonces ( ) Auu ∈λ−+λ 21 1 . 
Por lo tanto existe ( )( )21~ 1,, uuyxGt λ−+λξ∈  tal que 0tt ≤   o sea 
( )( )21~0 1,, uuyxGt λ−+λξ∈ . 
Luego ( ) ( )yxVuu ,1 21 ∈λ−+λ  y ( )yxV , es convexo. 
 
Sea la multifunción: 
 CXCXW ×→× 2:  definida por  ( ) ( ) ( )xTyxVyxW ~,, ×=  
Como ( )yxV ,  y ( )xT ~  son convexos y cerrados, ( )yxW , es convexo y 
cerrado, además como ~T  es s.c.s., W es s.c.s. 
Como consecuencia del teorema del punto fijo de Kakutani-Fan-
Glicksberg [5] existe ( ) CXyx ×∈∗∗ ,  tal que ( ) ( )∗∗∗∗ ∈ yxWyx ,, . 
Por lo tanto  
( )∗∗ ∈ xSx ~ , ( ) ( )∗∗∗∗∗ ξ∈ xyxGyxM ,,, ~  e ( )xTy ~∈∗  
Luego existe ( )∗∗∗∗ ∈ xyxGz ,,~  tal que ( ) ( )∗∗∗ =ξ yxMz ,  
Como ξ  es estrictamente monótona creciente con respecto al cono K , 
tenemos que: 
Para todo ( )∗∈ xSs ~ ,  para todo ( )∗∗∗∈ xyxGz ,,~ ; ( ) ( )zz ξ≤ξ ∗  
O sea que ( )∗ξ z  no es mayor que ( )zξ , lo cual implica que 
( ) { }0−∉−∗ Kzz   o sea que  ( ) { }0−∉− ∗ Kzz  




Finalmente probaremos que { }0−∉Kz  
Supongamos lo contrario, vale decir que el punto  { }0−∈Kz .  
Como ( )∗∗∗∈ xyxGz ,,~ , por el punto 2.1.2., tenemos que Kz ∈∗ . Dado 
que K es puntuado se tiene que ( ) { }( )( ) { }( )00 −−=−−−∈−∗ KKKzz , lo 
cual es contradictorio. Por lo tanto { }0−∉Kz . En consecuencia existen 








TxT ~ ) 
tales que para todo ( )β∗∈ xSx , y para todo ( )γ∗∗∗∈ xyxGz ,,~ , { }0−∉Kz .  
 
3- TEOREMA DE WALRAS PARA MULTIFUNCIONES FUZZY. 
Teorema 3.1. Sean FE,  dos EVTLCH sobre ℜ , X  un subconjunto de 
E  no vacío compacto y convexo; C  un subconjunto de F  no vacío 
compacto y convexo e Y  un EVTH sobre ℜ  dotado de un cono convexo 
K  puntuado. Sean además una multifunción fuzzy cerrada y convexa 
XIXT →:  y una multifunción fuzzy continua YICXG →×: , tal que 
para todo ( ) CXyx ×∈, , ( )yxG ,  es un conjunto fuzzy compacto en Y . Si: 
3.1.1. Existen una función semicontinua inferiormente; ( ]1;0: →α X  y 
un valor ( ]1;0∈γ  tales que para cada Xx∈ , los conjuntos de nivel 
( ) ( )xxT α  son no vacíos y para todo ( ) CXyx ×∈, , el conjunto ( )( )γyxG , es no 
vacío 
3.1.2. Para todo Xx∈ ; ( )( ) aKG yx +⊂γ,  donde ( ) ( )xxTy α∈ , Ya∈ .  
3.1.3. Existe una función ℜ→ξ Y:  continua y estrictamente monótona 
creciente con respecto al cono K , tal que para cada Cy∈ , la 
multifunción definida por ( )( )γξ→ yxGx ,  es +ℜ -cuasiconvexa. 























, { }0−∉− Kaz . 
Demostración: 
Sean las multifunciones 
CXT 2:~! →  tal que para cada Xx∈ , ( ) ( ) ( )xxTxT α=~ . 
YCXG 2:~! →×   tal que para cada ( ) CXyx ×∈, , ( ) ( )( )γ= yxGyxG ,~ , . 
XCV 2: →  tal que para cada Xx∈ , 






Mediante una demostración análoga a la del Teorema 2.1, se prueba 
que las multifunciones ~T  y V , son semicontinuas superiormente, a 
valores compactos y convexos. 
 
Sea  CXCXJ ×→× 2:  tal que para cada ( ) CXyx ×∈, , ( ) ( ) ( )xTyVyxJ ~, ×=  
J  es una multifunción semicontinua superiormente, a valores 
compactos y convexos.  
Por el teorema de punto fijo de Kakutani - Fan - Glickberg,  existe 
( ) CXyx ×∈∗∗ ,  tal que ( ) ( ) ( )∗∗∗∗∗ ×∈ xTyVyx , . 
Por lo tanto existen ( )∗∗ ∈ yVx  e ( )∗∗∗ ∈ xTy  tales que 




,, ~~ . 
En consecuencia:  
Para todo Xx∈  y para todo ( )∗∈ yuGz ,~ , ( ) { }( )0−−∉− ∗ Kzz  
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Se deduce que { }0−∉− Kaz . 
En efecto si suponemos que { }( )0−−∈− Kaz , como ( )∗∗∗ ∈ yuGz ,~  en 
virtud de 3.1.2., se tiene que Kaz ∈−∗ y puesto que K  es puntuado, se 
tiene que ( ) ( )azazzz −−−=− ∗∗   y   ( ) ( ) { }( ) ( )KKazaz −+−−∈−−− ∗ 0 , o sea  
{ }( )0−−∈− ∗ Kzz , lo cual obviamente contradice la hipótesis. Luego 


















, { }( )0−−∉− Kaz  lo cual finaliza la demostración. 
 
Corolario 3.2. Sean FE,  dos EVTLCH sobre ℜ , X  un subconjunto de 
E  no vacío compacto y convexo; C  un subconjunto de F  no vacío 
compacto y convexo e Y  un EVTH sobre ℜ  dotado de un cono convexo 
K  puntuado tal que { }0−K  es abierto. Sean además una multifunción 
fuzzy cerrada y convexa CIXT →:  y una multifunción fuzzy continua 
YICXG →×: , tal que para todo ( ) CXyx ×∈, , ( )yxG ,  es un conjunto 
fuzzy compacto en Y . Si: 
3.2.1. Existen una función semicontinua inferiormente ( ]1;0: →α X  y 
un valor ( ]10;∈γ  tales que para cada Xx∈  los conjuntos de nivel 
( ) ( )xxT α   son no vacíos y para todo ( ) CXyx ×∈,  el conjunto de nivel 
( )( )γyxG ,  es no vacío. 
3.2.2. Para todo Xx∈  ( )( ) aKG yx +⊂γ, , donde ( ) ( )xxTy α∈   y Ya∈ . 
3.2.3. Para cada punto fijo Cy∈ , la multifunción definida por 
( )( )γξ→ yxGx ,  es K-cuasiconvexa. 































, { }0−∉− Kaz . 
 
Demostración: 
Es consecuencia del Lema 2.2. y del Teorema 3.1. 
 
Corolario 3.3. Sean FE,  dos EVTLCH sobre ℜ , X  un subconjunto de 
E  no vacío compacto y convexo y C  un subconjunto de F , no vacío 
compacto y convexo. Sean una multifunción fuzzy cerrada y convexa 
CIXT →:   y una función continua ℜ→×ϕ CX: . Si: 
3.3.1. Existe una función semicontinua inferiormente ( ]1;0: →α X  tal 
que para cada Xx∈  el conjunto de nivel ( ) ( )xxT α  es no vacío. 
3.3.2. Para todo Xx∈ , para todo ( ) ( )xxTy α∈   y para algún valor ℜ∈a , 
( ) ayx ≥ϕ , . 
3.3.3. Para cada punto fijo Cy∈ , la función definida por la asignación 
( )yxx ,ϕ→  es cuasiconvexa. 
 








Ty  tales que para todo Xx∈ ,  
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